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ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНО-РОЗРАХУНКОВИЙ МЕТОД ВИЗНАЧЕННЯ ФУНКЦІЙ 

 ПОРИСТОСТІ ПРИ ПЛАСТИЧНОМУ ДЕФОРМУВАННІ ПОРОШКОВИХ  

ЗАГОТОВОК НА ОСНОВІ ЗАЛІЗА 
 

Потреба промисловості в отриманні виробів з необхідними експлуатаційними характеристиками при-
вела до появи і розвитку нових технологічних процесів обробки тиском попередньо спечених пористих матеріа-
лів. При дослідженні процесів пластичної деформації пористих тіл велике значення надається визначенню фун-
кцій пористості. В статті представлена методика описання механічних характеристик пористих тіл єдиними 
функціями. Дана методика базується на основних положеннях механіки пластичної деформації пористих тіл і 
дозволяє отримувати достовірні функції пористості для даного матеріалу, шляхом уточнення теоретичних 
функцій експериментальними дослідженнями. При цьому експериментальні дані отримували в дослідах на осе-
симетричну осадку циліндричних зразків без тертя на торцях. Ґрунтуючись на проведених теоретичних дослі-
дженнях отримано функції пористості для матеріалів на основі заліза. Для досліджень застосовували зразки 
на основі заліза п’яти різних початкових пористостей. В результаті обробки експериментальних даних отри-
мані остаточні вирази для функцій пористості матеріалу заготовки на основі залізного порошку. Також в 
статті представлена методика розрахунку накопиченої деформації матеріалу основи. Побудовано криві течії 
для порошкових матеріалів на основі заліза. 

Ключові слова: пористе тіло, формозмінення, функція пористості, обробка тиском, холодна пластична 
деформація, крива течії, напруження, деформації. 

 
Для оцінки пластичності пористих тіл необхідно розробити критерії руйнування, які 

враховують вплив фізико-механічних властивостей заготовок на їх деформовність [1, 2]. Для 
розв’язку технологічних задач обробки тиском пористих тіл найбільш широко використову-
ються модельні уявлення основані на континуальному підході [3]. В цьому випадку локально-
неоднорідне середовище розглядається як безперервне, стан якого може бути описаний за до-
помогою силових і кінематичних параметрів, що підкорюються законам суцільного середо-
вища. При математичному моделюванні процесу незворотного формозмінення пористого тіла 
необхідною умовою є формування реологічних властивостей пористих матеріалів. В наш час 
отримали поширення теорії, основані на завданні поверхонь пластичності різного виду і вико-
ристанні асоційованого з ними закону течії. Такий підхід дозволяє врахувати вплив зміцнення, 
викликаного величиною формо- і об’ємозмінення, а також виду напруженого стану. В той же 
час розвиток процесів пластичної деформації пористих матеріалів ставить задачу врахування 
історії деформування, яка чинить значний вплив на реологічні властивості в реальних проце-
сах обробки тиском. 

Метою роботи є розробка нових, більш досконалих методів прогнозування експлуата-
ційних характеристик виробів для розвитку нових технологічних процесів, які потребують об-
робки тиском попередньо спресованих і спечених порошкових матеріалів. 

Розвитку математичних методів теорії пластичності пористих тіл суттєво сприяли ро-
боти Р. Гріна [4], в яких запропонована гіпотеза про існування поверхні пластичності порис-
того тіла в вигляді: 

 

     ,03 22
12  kIDI    (1) 

 

де k – границя текучості матеріалу основи,   – функції пористості, I2(D) – другий 

інваріант девіатора напружень, I1(Т) – перший інваріант тензора напружень. 
Умова пластичності, запропонована Г. Куном [5], дещо відрізняється і має вигляд: 
 

 3I2(D) – (1 – 2)I2(Т) + 2k2 = 0, (2) 
 

де  – коефіцієнт поперечної деформації,  – функція пористості. 
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Аналіз відомих експериментальних і теоретичних результатів показує, що умови плас-
тичності (1) і (2) якісно добре описують механізм пластичного деформування пористих мате-
ріалів. 

В роботах [6, 7] при формулюванні визначальних рівнянь використовується підхід, 

пов’язаний із встановленням властивостей дисипативної функції. Умова пластичності матері-

алу, що ущільнюється зазвичай записується у вигляді [8]: 
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де  
2

3
k , т – границя текучості твердої фази при одноосному розтягу;  

f1(), f2() – функції пористості. 

Умови пластичності (1), (2), (3) симетричні відносно площини p = 0. Однак ця вимога 

не є обов’язковою. В роботі [9] експериментально встановлено, що умова пластичності пори-

стих тіл при об’ємному напруженому стані має вигляд: 
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де p  – функція внутрішніх напружень і пористості. 

Якщо p=0, то асоційований з даною умовою пластичності закон течії приводить до того, 

що швидкість об’ємної деформації: 
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З (5) випливає, що при пластичній деформації пористого тіла має місце зміна об’єму 

при відсутності сферичної компоненти тензора напружень. 

В роботах [10, 11] для дослідження екструзії порошкових матеріалів через осесиметри-

чні матриці запропонована модель нелінійного в’зко-пружнього середовища, що дозволило 

сформулювати та розв’язати крайову задачу. 

Основні рівняння теорії течії пористого тіла мають вид [3]: 
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де ijijp 
3

1
  – середнє напруження, ij – компоненти тензора напружень, 0 – інтен-

сивність девіатора напружень в матеріалі основи, 0  – інтенсивність девіатора швидкостей 

деформацій в матеріалі основи, 
ije  – компоненти тензора швидкостей деформацій, 

ijijee   – 

швидкість відносної зміни об’єму, f1(), f2() – функції пористості,   – пористість. 

Накопичена деформація матеріалу основи: 

 

t

d
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Інтенсивність девіатора напружень: 
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 ))(( ijijijij pp   . (10) 
 

Інтенсивність девіатора швидкостей деформацій: 
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В роботі [12] із теоретичних посилань отримані наступні вирази для функцій пористості: 
 

 f10()=(1-)2, (12) 
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Теоретичні залежності (12), (13) для функцій пористості будемо уточнювати за [13] че-

рез коефіцієнти m і n, які визначаються експериментально і різні для кожного пористого мате-

ріалу [14]: 
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Введемо функцію: 
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Будемо шукати функцію () в вигляді: 
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Експериментальні значення m і n будемо шукати в дослідах на осесиметричну осадку 

циліндричних зразків без тертя на торцях. Оскільки деформація осесиметрична, то 
ree

&&
 . 

Швидкість зміни об’єму: 
 

 eee z 2 , (17) 
 

а інтенсивність девіатора швидкостей деформацій: 
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Крім того, при осадці без тертя r =  = 0, z = -, 
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Приведемо співвідношення (7) до вигляду: 
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Підставимо в (21) співвідношення (19) і (20), тоді: 
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Після підстановки в (22) виразів (17) і (18) отримаємо: 
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З (23) випливає, що: 
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Підставимо (24) в (17): 
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З іншої сторони швидкість об’ємної деформації дорівнює: 
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Враховуючи те, що: 
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де  – густина пористого тіла, 0 – густина матеріалу основи. 

З (25) і (28) з урахуванням (16) випливає, що 
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За параметр часу приймаємо t = ez = ln(h0 / h), де h0 і h – початкова і поточна висота 

зразка, що осаджується, тоді: 
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Підставимо (30) в (29) і отримуємо диференційне рівняння: 
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розв’язуючи яке, знаходимо: 

 

 





 


 






dt
m

m

0 0

0

)()1(3

)(1
. (32) 

 

Розв’язок рівняння (32) дозволяє визначити значення параметра m, при якому розрахун-

кові криві співпадають з експериментальними. 

Виразимо інтенсивність швидкостей деформацій матеріалу основи 0 через швидкість 

об’ємної деформації e  при осадці без тертя. Для цього приведемо вираз (8) до вигляду: 
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підставимо в (33) вираз (15) і (22) отримаємо: 
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З урахуванням (25), (30), співвідношення (34) приводиться до вигляду: 
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Оскільки накопичена деформація матеріалу основи Г0 залежить від часу і пористості, то 

можна записати: 
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Підставимо в (36) вираз (31) і (35), з урахуванням того, що dtd 00 
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Виразимо еквівалентну інтенсивність напружень в матеріалі основи 0 через напруження 

при осадці  = z = P/A, де Р – зусилля осадки, А- площа поперечного перерізу зразка. 

Перетворимо (6) з урахуванням (15), (19) і (17), в результаті еквівалентна інтенсивність 

напружень матеріалу основи при осадці без тертя визначається співвідношенням: 
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Значення параметра n можна визначити з (38) методом ітерацій, виходячи з умови, що 

при цьому залежність 0 = f(Г0) повинна бути єдиною для будь-якої початкової пористості. 



ISSN 2076-2151.  Обробка  матеріалів  тиском.   Materials  Working  by  Pressure. 2025.  № 1(54) 67 

 

 

Використовуючи отримані вище співвідношення для визначення функцій пористості не-

обхідно провести досліди по осесиметричній осадці циліндричних зразків із порошкового ма-

теріалу на основі заліза з малим тертям на торцях [15-20] і різними початковими пористостями. 

Експериментальне значення щільності визначали за формулою  = (Gс/(Gн-Gж))ж,  

де ж – щільність води при температурі заміру. 

Експериментальне значення пористості знаходили із співвідношення  = 1-(/0), де 

0 = 7.85 г/см3 - щільність заліза, яке є матеріалом основи пористого тіла. 

За результатами осадки визначали наступні параметри. 

Напруження стиску: 

 

 
2

4

d

P


  . (39) 

 

Деформації: 

 

 
h

h
ez

0ln ; 
0

ln
d

d
eer    (40) 

 

Зміна пористості визначалась за зміною середнього розрахункового об’єму: 

 

h
d

V
4

2
 . 

 

Із умови зберігання маси V = 0V0; (1-)V = 0(1-0)V0 знаходимо: 

 

  02

0

2

00 11)1(1  
hd

hd

V

V
, (41) 

 

де 0 = 7.85 г/см3 густина матеріалу основи. 

Графіки залежностей е(t), z(t), (t) отримані за рівняннями (39), (40), (41) приведені на 

рис. 1–2. Тут t = ln(h0/h) = -ez - параметр часу. 

Параметр m визначали чисельно шляхом розв’язку рівняння (31) для різних початкових 

пористостей 0. Аналізуючи залежність t() при різних m знайшли в результаті таке m = 0.86, 

при якому експериментальна крива виявилась близькою до розрахункової при початковій по-

ристості 0  = 0.208. Наступні розрахунки показали , що при m = 0.86 розрахункові криві (t) 

співпали з експериментальними і для решти початкових пористостей. 
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Рис. 1. Залежність деформації е та  

пористості  від ступеня осадки (залізо):  

1 – 0 = 0.126; 2 – 0 = 0.208; 3 – 0 = 0.283 
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Рис. 2. Осьове напруження при осадці 

зразків з різною початковою  

пористістю 0 (залізо) (t  0,01):  

1 – 0 = 0,126; z = -3 + 79,93 t0,314;  

2 – 0 = 0,208; z = 7,5 + 62,58 t0,510;  

3 – 0 = 0,284; z = 7 + 54,11 t0,571 

 

Інтегрування системи диференціальних рівнянь (31), (37), а також обчислення відпові-

дних значень 0 по (38) при довільній початковій пористості і параметрі n проводилось також 

з використанням чисельних методів. При цьому в якості вихідних даних вводився коефіцієнт 

m = 0.86, а також криві z(t) (рис. 2). При цьому криві z(t) апроксимували степеневою залеж-

ністю: 
 

   2

10

a

z taat  . (42) 
 

Коефіцієнти апроксимації в (42) визначали методом найменших квадратів. В результаті 

встановлено, що прийнята залежність є достатньо прийнятним наближенням для опису експе-

риментальної залежності z(t). При розв’язку системи рівнянь (31), (37) і обчислення (38) од-

ночасно застосовували дані для двох початкових пористостей 0. Отримані неявні залежності 

0 = f(Г0) апроксимували степеневими функціями 
 

 2

0100

b
bb   (43) 

 

за допомогою методу найменших квадратів. Криві (43) для обох початкових пористостей ви-

водились при різних значеннях параметра n, починаючи з n = 0. При n = 0.75 криві 0 = f(Г0) 

співпали для обох початкових пористостей. 

Застосування отриманого значення n = 0.75 в програмі для інших початкових пористос-

тей підтвердило єдиність кривої 0 = f(Г0). 

Таким чином, в результаті обробки експериментальних даних отримані значення m та 

n, які входять в функції пористості пористої заготовки на основі залізного порошку.  

Остаточно для функцій пористості отримуємо наступні вирази: 
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Для кривої течії, при Г0  0.01 отримано вираз: 
 

 
186.0

00 73.8315  . (46) 
 

Залежності (44–46) застосовуються для розрахунків напружень при пластичних дефор-

маціях пористих заготовок в процесах обробки тиском. Функції f1(), f2() та () приведені 

на рис. 3, крива течії 0(Г0) – на рис. 4. 



ISSN 2076-2151.  Обробка  матеріалів  тиском.   Materials  Working  by  Pressure. 2025.  № 1(54) 69 

 

 

 
 

0,25 

0 0

1

2

3

4

5

6

0 0,1 0,2 0,3

 

f() 

0,2 

0,15 

0,1 

0,05 

() 

1 

2 

3 

 
Рис. 3. Функції пористості f1(), f2(), 

() для пористого тіла на основі заліза:  
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Рис. 4. Крива течії матеріалу основи 

пористого тіла на основі заліза  

0 = -15 + 83,73 Г0
0.186; (Г0  0,01):  

 – 0 = 0,286;  - 0 = 0,208 

 

ВИСНОВКИ 

Використовуючи основні положення механіки пластичної деформації пористих тіл розро-

блено методику описання механічних характеристик пористих тіл єдиними функціями, характер 

яких визначається властивостями матеріалу, з якого виготовлена пориста заготовка, і не залежить 

від початкової пористості. Розглянутий підхід дозволяє отримувати достовірні функції пористості 

для даного матеріалу, шляхом уточнення теоретичних функцій експериментальними досліджен-

нями. Отримано функції пористості для матеріалів на основі заліза. Розроблено методику розра-

хунку накопиченої деформації матеріалу основи. Побудована крива течії для матеріалів на основі 

заліза, які незалежно від початкової пористості описують єдиною кривою залежність інтенсивно-

сті напружень від накопиченої деформації матеріалу основи. 
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Sivak R., Polishchuk L. Experimental-column method for determining porosity functions during plastic de-

formation of powder preparations based on iron. 

The need of industry to obtain products with the required operational characteristics has led to the emergence 

and development of new technological processes for pressure treatment of pre-sintered porous materials. When studying 

the processes of plastic deformation of porous bodies, great importance is attached to the determination of porosity 

functions. The article presents a method for describing the mechanical characteristics of porous bodies by single func-

tions. This method is based on the basic principles of the mechanics of plastic deformation of porous bodies and allows 

obtaining reliable porosity functions for a given material by refining theoretical functions by experimental studies. At the 

same time, experimental data were obtained in experiments on axisymmetric settlement of cylindrical samples without 

friction at the ends. Based on the theoretical studies conducted, porosity functions for iron-based materials were obtained. 

Iron-based samples of five different initial porosities were used for the studies. As a result of processing the experimental 

data, final expressions for the porosity functions of the workpiece material based on iron powder were obtained. The 

article also presents a method for calculating the accumulated deformation of the base material. Flow curves for iron-

based powder materials have been constructed. 

Keywords: porous body, deformation, porosity function, pressure treatment, cold plastic deformation, flow 

curve, stresses, deformations. 
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