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ВИКОРИСТАННЯ МЕТОДУ БАЛАНСУ ПОТУЖНОСТЕЙ  
І ІНЖЕНЕРНОГО МЕТОДУ ДЛЯ АНАЛІЗУ УСТАЛЕНОЇ СТАДІЇ 
ХОЛОДНОГО ЗВОРОТНОГО ВИДАВЛЮВАННЯ З РОЗДАЧОЮ  

Для виготовлення вісесиметричних порожнистих виробів із сталей і кольорових мета-
лів в серійному і масовому виробництвах використовуються процеси холодного видавлю-
вання. Найбільш широко розповсюджена схема зворотного видавлювання, для якої мають 
місце всі необхідні дані для розроблення технології і штампового оснащення та розрахунків 
параметрів таких процесів [1, 2]. Зниження зусилля видавлювання забезпечує застосування 
схеми прямого видавлювання з роздачою [3–6]. У вказаних джерелах також приведені відо-
мості для проектування технології та розрахунків параметрів. В останній час для виготов-
лення порожнистих виробів використовують схему зворотного видавлювання з роздачею 
в рухомій матриці, яка крім зниження зусилля видавлювання забезпечує достатньо просте 
видалення виробу із штампа [7, 8]. Однак для такої схеми відсутні аналітичні залежності для 
визначення зусилля видавлювання, питомих зусиль на деформуючому інструменті та межі 
текучості здеформованого металу. 

Метою роботи є використання методу балансу потужностей та інженерного методу для 
аналізу зворотного видавлювання з роздачею в рухомій матриці і отримання аналітичних залеж-
ностей для визначення зусилля, питомих зусиль та зміцнення здеформованого металу, а також 
проведення чисельного експерименту для перевірки адекватності результатів розрахунків. 

Схема зворотного видавлювання з роздачею в рухомій матриці вісесиметричних по-
рожнистих виробів конусним пуансоном приведена на рис. 1. Ліворуч від вісі симетрії наве-
дене положення на початку видавлювання, праворуч – в кінці видавлювання. Вихідна заго-
товка 1, діаметр якої менший за зовнішній діаметр виробу, встановлена в матриці 2 на ви-
штовхувачі 3. Зусилля видавлювання P  прикладається за допомогою пуансона 4. При опус-

канні пуансона 4 із швидкістю oV  виконується формоутворення виробу 5. При видавлюванні 

матриця 2 також зміщується вниз із швидкістю oV . Процес зворотного видавлювання з роз-

дачею в рухомій матриці спочатку має неусталену стадію, на якій зусилля видавлювання 
зростає і досягає максимального значення, та усталену стадію з практично постійною вели-
чиною зусилля видавлювання [7]. Усталена стадія виникає, коли метал заповнює зазор між 
калібруючим пояском торця пуансона діаметром пD  і циліндричною поверхнею матриці ді-

аметром D . 

Розрахункова схема для аналізу усталеної стадії методом балансу потужностей і інже-
нерним методом зображена на рис. 2. Використання двох методів обумовлене наступним. 
Врахування впливу тертя на зусилля видавлювання при зміщенні об’ємів заготовки, які не 
деформуються, забезпечує метод балансу потужностей. Інженерний метод дозволяє виявити 
напруження в осередку деформації, встановити нормальні напруження на контактуючих по-
верхнях та точніше врахувати вплив тертя по Кулону при визначенні потужностей на подо-
лання сил тертя. У здеформованій заготовці виділяємо осередок деформації між пуансоном 
і матрицею, який обмежений радіусами R  і r  та кутом  . Стінка заготовки та частина її, яка 
знаходиться нижче дуги радіусом R  не деформуються. В сферичній системі координат 
в осередку деформації виникають напруження  ,   та  . На контактуючих поверхнях 

в осередку деформації діють дотичні напруження  τк µ ( ϕσµ = – коефіцієнт тертя). 
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Для знаходження радіусів R і r необхідно визначити кути λ і γ.З трикутника oіc можемо знай-

ти кут β−α=β)(+α−π−=πλ.  Кут γ знаходимо  із рівнобедреного трикутника oab:  β)(−α−=πγ/ 2 . 

Із подібності трикутників oab і  odc маємо: 

Rdc rab . (1) 

Рис. 1. Схема видавлювання з роздачею 
в рухомій матриці порожнистих виробів  

Рис. 2. Розрахункова схема для аналізу 
методом балансу потужностей і інженерним 
методом  

Величину ab находимо через радіус заготовки зR  із трикутника anb, а величину dc – 

через зовнішній радіус деталі дR  та радіус пуансона пR  із трикутника dmc: /зa R nb si   

та   /д пdc R R sin  . З іншої сторони:

/пR r da r s nR i     . (2) 

Підставляємо величини ab, dc і R  в (1) та отримуємо вираз для знаходження радіуса r : 

   з/п п пr R R R R R R sin    (3) 

Із формули (2) з урахуванням (3) маємо: 

 з з/п пR R R R R R sin  (4) 

Таким чином, розміри осередку деформації визначені по розмірах деформуючого ін-
струмента і заготовки. 

Рівняння балансу потужностей для наведеної схеми має вигляд: 

ad bc ed ck bl dc ab
зс d т т т т т зв звN N N N N N N N N        , (5) 
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де зсN  – потужність зовнішніх сил;  

dN  – потужність, яка витрачається на подолання опору деформування;  

ad
тN  – потужність, яка витрачається на подолання сил тертя на контактуючій конус-

ній поверхні заготовки з пуансоном;  
bc
тN  – потужність, яка витрачається на подолання сил тертя на контактуючій конусній 

поверхні матриці; 
ed
тN  – потужність, яка витрачається на подолання сил тертя на контактуючій цилінд-

ричній поверхні пуансона і заготовки;  
ck
тN  – потужність, яка витрачається на подолання сил тертя на контактуючій цилінд-

ричній поверхні матриці вище осередку деформації;  
bl
тN  – потужність, яка витрачається на подолання сил тертя на контактуючій цилінд-

ричній поверхні матриці нижче осередку деформації;  
dc
звN  – потужність, яка витрачається на подолання сил зсуву на границі осередку де-

формації радіусом r ;  
ab
звN  – потужність, яка витрачається на подолання сил зсуву на границі осередку де-

формації радіусом R . 
Визначимо величини окремих складових рівняння (5). Для цього вважаємо, що 

на усталеній стадії видавлювання деформація відбувається за рахунок стискання металу між 
конусними поверхнями пуансона і матриці (деформація  ) та течії в радіальному напрямку 

(деформація ߝఘ). При визначенні потужностей приймаємо, що розмір осередку деформації 
в окружному напрямку дорівнює одиниці. Потужність на подолання опору деформування 
визначається по відомій формулі: 

 

і s
V

N dV    ,                                                             (6) 

 

де і  – інтенсивність швидкостей деформацій; 

s  – напруження текучості; 

dV  – елементарний об’єм. 

Спочатку вважаємо, що зміцнення відсутнє і напруження s  постійне. Оскільки 

в осередку деформації течія металу проходить по радіусах то зсувні швидкості деформацій 
дорівнюють нулю, а швидкості деформацій   і   є головними. Тоді для плоскої дефор-

мації  =-   і  2 / 3і   . Якщо швидкості частинок металу в радіальному напрямку 

біля нижньої границі осередку деформації позначити через r , то на довільному радіусі 

  маємо r r     . Звідки: 
 

/r r   .                                                                 (7) 
 

На границі осередку деформації радіусом R  швидкості частинок металу мають величину 

/R rr R  . По швидкості   можна знайти швидкість деформацій 
2/ /rr       . 
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Елементарний об’єм елемента на довільному радіусі   з урахуванням, що розмір осе-

редку деформації в окружному напрямку дорівнює одиниці, має вигляд: dV d  . Після 
підстановки отриманих величин в рівність (6) та проведення інтегрування получаємо: 

 

     2 / 3 / 2 / 3 ln /
R

s r s rr
N r d r R r         .                                   (8) 

 

Далі визначаємо потужності на подолання сил тертя. Для врахування тертя по Кулону 
напруження   отримаємо з рішення наближених диференційних рівнянь рівноваги в сфе-

ричних координатах (без врахування дотичних напружень та використанням умови, 
що    ) спільно з умовою пластичності. В таких координатах маємо рівняння рівноваги 

/ 2( ) 0rd d         і умову пластичності s    . 

Після інтегрування та визначення довільної постійної із умови, що при r   напру-

ження 0  , знаходимо 2 lns r
   . З умови пластичності знаходимо напруження  : 

 

 1 2 ln /s s r           .                                                 (9) 
 

По виразу для   можна наближено оцінити розподіл питомих зусиль на пуансоні 

і матриці. Для подальшого спрощення рішення (без використання інтегрування) при визначен-
ні потужностей на подолання сил тертя будемо знаходити середнє значення напруження   

і швидкостей частинок металу на контактуючих поверхнях. Середнє значення напруження  : 
 

   , , / 2 1 ln /ср
sпри r при R R r               .                          (10) 

 

Середнє значення швидкості частинок металу по поверхні пуансона: 
 

   / 2 1 / / 2ср
п r R rr R       . 

 

Пуансон зміщується зі швидкістю o . Радіальна складова швидкості точок пуансона 

дорівнює ocos  . Тоді для визначення потужності на подолання сил тертя на контактуючій 

поверхні пуансона необхідно використовувати наступну швидкість: 
 

 0,5 1 /ср
п r or cR os       .                                                  (11) 

 

З використанням виразів (10) і (11) та з урахуванням абсолютної величини 
ср
  і дов-

жини контактуючої поверхні R r  знаходимо: 
 

     1 ln / [0,5 1 / ]r
ad
т s oN R r R sr cr oR        .                            (12) 

 

Середнє значення швидкості частинок металу на конусній поверхні матриці однакові 

із середнім значенням на пуансоні. Тоді потужність 
bc
тN  має вигляд: 

 

   1 ln / 1 / 0,5s r
bc
т R r R r r RN      .                                      (13) 

 

При визначенні потужності, яка витрачається на подолання сил тертя на контактуючій 

циліндричній поверхні матриці вище осередку деформації ck
тN , крім швидкості переміщен-

ня стінки с  необхідно також врахувати опускання матриці зі швидкістю о . Дотичне  
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напруження на цій поверхні беремо по Зібелю у вигляді к s  . Тоді знайдемо вказану по-

тужність з урахуванням довжини контактуючої поверхні  1 /пh h R R tg   : 
 

   1 /s
c

с о
k
т пN h R R tg         .                                             (14) 

 

На контактуючій циліндричній поверхні пуансона висотою 1h  має місце зустріне перемі-

щення стінки здеформованої заготовки із швидкістю с  та переміщення пуансона із швидкістю о . 

Потужність, яка витрачається на подолання сил тертя на цій поверхні, має вигляд: 
 

 1s
ed

с отN h    .                                                       (15) 
 

На контактуючій циліндричній поверхні матриці висотою H  сили тертя виникають від 
переміщення матриці зі швидкістю о  по недеформованій частині заготовки. На подолання 

цих сил потрібно витратити потужність: 
 

s
bl
т оN H  .                                                                (16) 

 

Далі переходимо до визначення потужностей на подолання сил зсуву на границях 
осередку деформації. Величину дотичного напруження зсуву зв  візьмемо, як максимально 

можливу найбільшу величину при пластичній деформації у вигляді / 2зв s  . Оскільки 

в осередку деформації має місце радіальна течія металу, то на границях радіусом r  і R  змі-
нюється траєкторія швидкостей r  і R  на кут   та виникають дотичні складові відповідно 

r rtg    і R Rtg   . При цьому кут   змінюється від    біля поверхні контакту 

з пуансоном до    біля поверхні контакту з матрицею. Середня величина дотичних швид-
костей може бути визначена по величині середнього кута   / 2ср    . З урахуванням 

раніше визначеної величини R  та кута  визначаємо потужності dc
звN і ab

звN : 
 

   0,5 0,5( ) 0,5 0,5dc
зв s r s rN r tg r tg              ; 

     0,5 0,5 0,5 0,5ab
зв s R s r

r
N R tg R tg

R
                               (17) 

   0,5 0,5s rr tg        .
 

 

Потужність зовнішніх сил зсN  виразимо через нормальне напруження на пуансоні 
п
 , 

напрям дії якого співпадає з напруженням : 
 

  sinп
зс oN R r     .                                                 (18) 

 

В формули для потужностей входять швидкості r , с  і о . Швидкості r  і с  ви-

значимо через швидкість о  із умови постійності витрат металу. По схемі (див. рис. 2) ви-

трати в стінці  с пR R    дорівнюють витратам під пуансоном  о R r  . Звідки знаходимо 

швидкість с : 
 

   /с о пR r R R      .                                                 (19) 
 

Аналогічно знайдемо швидкість r :  r c пr R R     . З урахуванням (19) маємо: 
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  /r о R r r     .                                                              (20) 
 

Підставляємо отримані вирази для потужностей в формулу (5) та після проведення ві-
дповідних перетворень знаходимо: 
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Тепер по напруженню п
  можна визначити зусилля видавлювання P , яке співпадає 

з напрямком переміщення пуансона: 
 

( ) /п
пP R R sr in     .                                                  (22) 

 

В приведеному аналізі не враховано зміцнення здеформованого металу. Для його вра-
хування використовуємо відому апроксимацію діаграми істинних напружень другого роду 
у вигляді [9]: 
 

/1

1

ш шв
s

ш ш

 
 
 


 

    
,                                             (23) 

 

де в  – межа міцності; 

ш  – відносне потоншення, яке відповідає моменту утворення шийки на зразку при 

стандартних випробуваннях; 
  – поточне значення відносного потоншення. 
Якщо в якості поточного відносного потоншення взяти зменшення довжини дуги 

в осередку деформації радіусом R  до дуги радіусом r , то маємо 

   / /R r R R r R       . Тоді середня величина напруження s  в осередку деформації 

розраховується при / 2cp  : 
 

/1

1 2

ш шср в
s

ш ш

R r

R

 



 


 

    
 .                                          (24) 

 

З використанням виразу (23) і формули (9) можна визначити розподіл напружень   

на поверхнях пуансона і матриці, змінюючи величину   від радіуса r  до радіуса R . 
Для перевірки адекватності розрахунків по отриманих аналітичних залежностях з вико-

ристанням метода скінченних елементів (МСЕ) в середовищі DEFORM-2D був проведений 
чисельний експеримент по холодному видавлюванню з роздачею в рухомій матриці вісесиме-
тричних порожнистих виробів із сталі 10. Розміри деформуючого інструмента і заготовки були 
наступні (див. рис. 2): пR  = 10 мм,   = 83º, 1h  = 2 мм, зR  = 10 мм, дR  = 13,7 мм,   = 21,5°. При 

наведених розмірах отримано R  = 16 мм, r  = 5,92 мм,   = 61,5°,   = 37,5°, h  = 6,8 мм. 
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Залежність зусилля видавлювання від переміщення пуансона, яка отримана за допо-
могою МСЕ приведена на рис. 3. Зусилля спочатку зростає повільно до моменту виходу зде-
формованого металу в зазор між матрицею і пуансоном (переміщення пуансона 41 мм). Далі 
іде інтенсивне зростання зусилля до 515 кН і при переміщенні пуансона 13 мм процес пере-
ходить в усталену стадію, на якій зусилля залишається постійним. На графіку наведена вели-
чина зусилля 466 кН (МБМ і ІМ), яка отримана по формулах (21, 22, 24). Розбіжність у зна-
ченнях у значеннях зусиль на усталеній стадії складає 9,5 %.  

Розподіл інтенсивності напружень у здеформованій заготовці наведений на рис. 4. 
Тонкими лініями зображений деформуючий інструмент, а розміри по вісях показані в мілі-

метрах. В осередку деформації в дужках відмічена величини середнього напруження cp
s ,

яке визначено по формулі (24). Розбіжність результатів складає 5,6 %. Розподіл осьових на-
пружень z  у здеформованій заготовці показаний на рис. 5. На розподілі відмічені величини 

напружень z  на поверхні заготовки, яка контактує з пуансоном. В дужках приведені зна-

чення проекцій напруження   на вісь симетрії ( os/ c  ), які отримані по виразах (9) 

і (24). Як видно, формула (9) дозволяє достатньо точно розрахувати максимальну величину 
напруження  , яку можна використати в якості питомого зусилля на пуансоні. 

Рис. 3. Залежність зусилля 
видавлювання від переміщення пуансона, 
яка отримана за допомогою МСЕ 

Рис. 4. Розподіл 
інтенсивності напружень i  

Рис. 5. Розподіл 
осьових напружень σz 

ВИСНОВКИ 
Методом балансу потужностей спільно з інженерним методом виконаний аналіз уста-

леної стадії холодного зворотного видавлювання з роздачею в рухомій матриці вісесиметри-
чних порожнистих виробів. Перший метод дозволяє врахувати тертя на контактуючих пове-
рхнях між об’ємами заготовки, які не деформуються, та інструментом, а другий – забезпечує 
визначення нормальних напружень в осередку деформації та врахувати вплив сил тертя 
по Кулону при знаходженні потужностей. Отримані аналітичні залежності для розрахунку 
зусилля деформування, нормальних напружень на пуансоні і матриці. Враховано зміцнення 
металу при формоутворенні по ступеневій апроксимації діаграми істинних напружень. Для 
перевірки адекватності результатів по отриманих виразах з використанням МСЕ проведений 
чисельний експеримент по отриманню виробів конкретних розмірів. Порівняння результатів 
моделювання та розрахунків по формулах показали можливість застосування отриманих ви-
разів для практичних розрахунків зусилля видавлювання, питомих зусиль та межі текучості 
здеформованого металу.  
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