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СУПЕРПОЗИЦИЯ ДВИЖЕНИЙ С НЕОБРАТИМОЙ ДЕФОРМАЦИЕЙ 

Современные тенденции развития технологии и оборудования для обработки метал-
лов предусматривают переход от простых схем к совмещению операций с использованием 
сложных напряженных состояний и энергоемкого оборудования [1–4]. Резервы существую-
щих и разработка новых технологических процессов должны сопровождаться детальным 
анализом напряженного и деформированного состояний обрабатываемого материала в зави-
симости от конструктивных особенностей инструмента, температурно-скоростных режимов 
с учетом возможности изменения свойств материала [5–6]. Анализ таких процессов можно 
упростить, используя суперпозицию и известные решения для простых схем, совмещаемых 
в планируемом технологическом процессе [7–8]. 

Суперпозиция предполагает наложение нескольких процессов, в результате чего по-
лучается новый, отличающийся от совмещаемых, но непосредственно связанный с ними. 
В классической механике для суперпозиции движений применяют правило векторного сло-
жения скоростей и ускорений, когда аргументами уравнений являются переменные Эйлера. 
Интегрирование по времени получаемых результатов связано с определенными трудностями 
и не способствует широкому распространению такого варианта суперпозиции при решении 
прикладных задач.  

Переход к описанию движения в форме Лагранжа существенно снижает математиче-
ские трудности преобразования уравнений осадки или линейного растяжения, сдвига, круче-
ния, изгиба в уравнения более сложных процессов, совмещающих упомянутые с последую-
щим анализом особенностей пластического течения, возможностей оптимизации процесса по 
энергосиловым параметрам или однородности деформированного состояния в получаемых 
изделиях [9–10]. Точность результата можно оценить по выполнению условия постоянства 
объема, которое обычно предполагается для области необратимых деформаций. 

Цель работы – обоснование методики суперпозиции движений в пространстве 
переменных Лагранжа, рекомендуемой для технологических операций обработки давлением, 
с иллюстрацией на примерах с однородным и неоднородным напряженным состоянием. 

Любое движение сплошной среды можно описать уравнениями в форме Эйлера 
( , )p p ix tα = α  или Лагранжа [10–11]: 

( , )i i px x t= α , (1) 

где t – время, ( , , )ix х у z∈ , ( , , )pα ∈ α β γ  – переменные Эйлера и Лагранжа, 
соответственно. 

Учитывая, что физические закономерности формулируются для материальных частиц, 
а не для точек пространства, предпочтение следует отдать форме Лагранжа [12]. Такое 
описание позволяет следить за историей изменения внешних воздействий, которые 
отражаются на движении частиц. Уравнения (1) несут всю информацию об изменении 
кинематических, силовых, энергетических и иных характеристик частиц, в том числе 
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об изменении свойств материала, например, за счет деформационного или скоростного 
упрочнения, если известны физические свойства материала в исходном состоянии и среды, 
в которой происходит движение [6–7].  

Не менее важно, что результат суперпозиции может быть получен значительно проще, 
если составляющие движения записаны в форме Лагранжа, а переменные Эйлера и Лагранжа 
совпадают в исходном состоянии ( , 0)i p ix tα = = α . В этом случае совмещение движений 
сводится к замене координат Лагранжа внешнего движения на выражения для 
соответствующих переменных Эйлера внутреннего движения [13–14]. Иными словами, 
если известны два возможных вида движения – внутреннее (вложенное): 

( , )i i
i i px x t= α (2) 

и внешнее (наложенное): 

( , )e e
i i px x t= α , (3) 

уравнения совмещенного движения при последовательном или одновременном 
их протекании ( , )i i px x t= α  совпадают с уравнениями внешнего движения после замены 
переменных Лагранжа соответствующими уравнениями для переменных Эйлера внутреннего 
движения: 

xi (  p , )tα = xi (e ixi (α p , )t t, ) . (4) 

Вложенные и наложенные движения аналогичны переносным и относительным 
в классической механике, но отличаются обязательным использованием единой системы ко-
ординат, тогда как в классической механике возможно применение разных систем [11–12]. 

Простоту принципа можно объяснить возможностью перехода к новым переменным 
Лагранжа, которые совпадают с переменными Эйлера в каждый момент времени. Действи-
тельно, в общем случае процесс движения можно рассматривать состоящим из последова-
тельности этапов. Переменные Лагранжа могут быть введены как на каждом этапе, так 
и единые для нескольких этапов.  

Рассмотрим два последовательных этапа в единой системе координат. Пусть первый 
ограничен интервалом времени 0 ≤  t ≤  t1 и уравнения движения на первом этапе имеют вид: 

( , )i i px x t= α  при 0 ≤  t ≤  t1. 

Эйлеровы координаты в конечный момент рассматриваемого этапа (t = t1) выделим 
обозначениями: 

( , )i i p tξ = ξ α .        (5) 

При описании движения на втором этапе t1 ≤  t ≤  t2 можно в момент t1 ввести новый 
отсчет времени ′t  = t - t1 ≥  0 и новые координаты Лагранжа ( , , )kξ ∈ ξ η ζ , которые совпада-
ют с координатами частиц в момент времени t1. Это позволяет описать дальнейший процесс 
движения в виде уравнений: 

( , )i i kx x t′= ξ ,   ( , , )kξ ∈ ξ η ζ , при   0 ≤  ′t  ≤  t2  – t1. (6) 
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На первом и втором этапах матрицы производных от переменных Эйлера по перемен-
ным Лагранжа соответственно будут: 
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. (7) 

Уравнения (6) можно распространить на второй этап и без изменения системы отсчета 
времени, достаточно ограничить временной интервал этого этапа в первоначальной шкале 
времени: 

( , )i i kx x t= ξ  при t1 ≤  t ≤  t2. 

Чтобы найти производные , /
pi i px xα ≡ ∂ ∂α  на втором этапе в пространстве пере-

менных Лагранжа αp с учетом движения на первом этапе, переменные ξk следует рассматри-
вать, в соответствии с соотношениями (5), функциями координат αp первого этапа. Тогда для 
второго этапа по общим правилам дифференцирования неявно заданных функций [15] полу-
чаем: 

x x x xα ξ α η α ζ α= ξ + η + ζ , x x x xβ ξ β η β ζ β= ξ + η + ζ  x x x xγ ξ γ η γ ζ γ= ξ + η + ζ

или, в сокращенной записи для любой из координат, 

, , ,p k pi i kx xα ξ α= ξ .

Таким образом, матрица производных в пространстве переменных Лагранжа , pix α ,
принятых в начале первого этапа, на каждом последующем этапе определяется по правилу 
перемножения матриц [15], причём левым множителем является матрица последующего эта-
па, а правым множителем – матрица предшествующего этапа.  

Рассмотренный принцип не противоречит общепринятому и его следствием является 
векторное сложение как скоростей, так и ускорений накладываемых движений в каждый мо-
мент времени. Уравнения совмещенного движения (4) можно рассматривать как неявно за-
данные функции времени и переменных Лагранжа αp. С учетом правил дифференцирования 
таких функций и геометрического смысла переменных Лагранжа ( ixα = , iyβ = , izγ = ) для 
компонент скорости совмещенного движения получаем: 

e e i e i e i
t t t t tx x x x x y x zα β γ= + + + , e e i e i e i

t t t t ty y y x y y y zα β γ= + + + , e e i e i e i
t t t t tz z z x z y z zα β γ= + + +

или, сокращенно, с учетом правила суммирования по повторяющемуся индексу, 

, , , ,
e e i

i t i t i p p tx x x x= +  , 

где первое слагаемое и левый множитель относятся к внешнему (наложенному) 
движению (3), тогда как правый множитель определяется внутренним (вложенным) 
движением (2). Полученные соотношения геометрически можно интерпретировать как 
векторную сумму [15] скоростей вложенного и наложенного движений: первое слагаемое 
определяет скорость внешнего (переносного) движения, второе – преобразование скорости 
внутреннего (относительного) движения за счет внешнего. В этом можно убедиться 
на конкретных примерах с различными видами движений. Например, для вложенного 
поступательного: 
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( )ix u t= α + , ( )iy v t= β + , ( )iz w t= γ + (8) 

и наложенного вращательного движения 

cos sinex = α ∆ϕ − β ∆ϕ , sin cosey = α ∆ϕ + β ∆ϕ , ez = γ ,  (9) 

в результате совмещения получаем новое движение с уравнениями 

( ) cos ( )sinx u v= α + ∆ϕ − β + ∆ϕ , ( )sin ( ) cosy u v= α + ∆ϕ + β + ∆ϕ , z w= γ + , 

и компонентами скорости 

cos sint t t tx y u v= −ϕ + ∆ϕ − ∆ϕ , sin cost t t ty x u v= ϕ + ∆ϕ + ∆ϕ , t tz w= .   (10) 

Первые слагаемые совпадают с компонентами скорости внешнего движения (9), а 
остальные соответствуют преобразованиям компонент скорости вложенного движения (8) с 
учетом поворота тела за счет внешнего движения. 

Уравнения для компонент ускорения могут быть получены дифференцированием по 
времени соотношений (10) 

cos sin ( sin cos )tt tt t t tt tt t t tx y y u v u v= −ϕ − ϕ + ∆ϕ − ∆ϕ − ϕ ∆ϕ + ∆ϕ , 
sin cos ( cos sin )t tt t t tt tt t t ty x x u v u v= ϕ + ϕ + ∆ϕ + ∆ϕ + ϕ ∆ϕ − ∆ϕ , tt ttz w= . 

Правило геометрического сложения ускорений соблюдается. 
При обработке давлением оба совмещаемых процесса, например в случае осадки 

с кручением, могут происходить одновременно, выбор внутреннего и внешнего движений 
неоднозначен, любое может быть принято за внешнее. Даже если уравнения совмещенного 
движения в двух вариантах различны по форме, результаты численного расчета любых ки-
нематических и других (силовых или энергетических) характеристик практически совпада-
ют. Поэтому можно рекомендовать выбор внешнего и внутреннего движений так, чтобы ито-
говые уравнения совмещенного движения имели более простой вид. 

Принцип суперпозиции допускает его многократное применение без нарушения пра-
вила геометрического суммирования скоростей и ускорений для совмещаемых движений. 
Последовательность реализации каждого из простых движений может быть определена спе-
цифическим параметром времени, например углом поворот тела или его перемещением 
в указанном направлении. Единая для обоих движений система координат ( , , )ix х у z∈  исклю-
чает проблемы неинерциальных систем, возникающие в классической механике.  

Уравнения движения частиц тела позволяют найти любые кинематические, а с учетом 
физических свойств энергетические, силовые и другие локальные и интегральные по време-
ни и объему характеристики, необходимые для решения любых вопросов, связанных 
с устойчивостью движения, изменением свойств или опасностью разрушения тел. 

Ниже для рассматриваемых процессов приведены уравнения движения (1) и тензоры 
(7) производных от переменных Эйлера по переменным Лагранжа , /

pi i px xα ≡ ∂ ∂α , кото-
рые определяют основные кинематические характеристики процесса, включая инварианты 

1I x y zα β γ= + +  , 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2I x x x у у у z z zα β γ α β γ α β γ= + + + + + + + + , 3 , 0| |i pI x R V V= = = δ δ . 

Инвариант I2 определяет изменение энергии частиц за счет деформации [4], I3 – отно-
шение объёмов частицы в текущем δV и исходном δV0 состояниях. При необратимых дефор-
мациях принято считать объем неизменным, тогда третий (кубический) инвариант остается 
постоянным I3 = 1.  
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Квадратичный инвариант I2 может быть представлен в виде суммы слагаемых [10, 14]  
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
6 ... 3ex x x у z e e e eα β γ α γ α β γξ = + + + + = + + = Γ = + Γ . 

В правой части величины е и Г определяют среднее значение отношения длин ребер: 
 

( ) / 3e e e eα β γ= + +  
 

и среднеквадратическое отклонение относительных длин ребер ер от среднего значения е 
 

2 2 2 2( ) ( ) ( )e e e e e eα β γΓ = − + − + − , 
 

где ( , , )pe e e eα β γ∈  – отношения длин ребер до δl0 и после δl деформации, первона-
чально ориентированных в направлении соответствующих осей, 

 
2 2 2 2 2

0( / )p p p p pe l l x у z= δ δ = + + ,   ( , , )p ∈ α β γ . 
 

В связи с громоздкостью уравнений для интенсивности скорости деформации сдвига 
при описании движения в форме Лагранжа, в работе [9] рекомендован ее аналог в виде суб-
станциональной производной /t d dtΓ ≡ Γ , который для идеальной жесткопластической сре-
ды при Тs = const определяет удельную мощность деформации: 

 
| |s tTω = Γ . 

 
В уравнении использован модуль скорости изменения среднеквадратического откло-

нения | |tΓ , так как при необратимых деформациях любые изменения формы частиц могут 
происходить только за счет энергии внешних воздействий. Интеграл 

 

| |i t dtΓ = Λ = Γ∫        (11) 
 

согласуется с используемой в теории пластичности мерой Одквиста [7–10].  
Принцип суперпозиции обеспечивает выполнение кинематических особенностей 

движения. Если совмещаемые движения соответствуют закону сохранения энергии, получа-
емое в результате суперпозиции движение не обязательно ему будет соответствовать. В каж-
дом случае нужно проводить дополнительную соответствующую проверку. 

Из закона сохранения энергии и связанного с ним условия инвариантности энергии по 
отношению к выбору системы отсчета скоростей движение материальных частиц должно 
удовлетворять дифференциальному уравнению [16–17] 

 

0 0 0 0 0px py pz
t tt t tt t tt

p p p
x x y y z g z

∂t ∂t ∂t     
− ρ + − ρ + + ρ − ρ =          ∂α ∂α ∂α     

,  (12) 

 
где τpi – напряжения, ρ0 –  плотность материала, g – ускорение свободного падения, 

, /i t ix х t≡ ∂ ∂  , 
2 2

, /i tt ix х t≡ ∂ ∂  – компоненты скорости и ускорения, соответственно. 
Для абсолютно твердых тел ограничения по совмещаемым движениям отсутствуют, 

любое совмещенное движение, например, звеньев роботизированных комплексов, может 
быть реализовано за счет полученных на основе уравнений динамики внешних воздействий.  

В области упругой деформации реализуемые в действительности совмещенные дви-
жения, в связи с существенными математическими трудностями при использовании соотно-
шений классической теории упругости, могут быть получены в аналитической форме только 
с применением энергетической модели механики с одним модулем упругости, в которой  
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понятие напряжений становится избыточным, так как они отличаются от производных , pix α

постоянным множителем, равным удвоенному модулю упругости κ: 

,2
ppi ix αt = κ . (13) 

В энергетическая модели механики средние напряжения характеризуют объемную 
плотность энергии частиц [11–12] в новой шкале с начальным значением σ0 = 2κ. При таком 
предположении уравнение (12) преобразуется к виду: 

2 2 2
0 0 0/ / / 0p p p

t tt t tt t tt
p p p

x y z
x x y y z z

α α α∂ ∂ ∂     
− λ + − λ + − λ =          ∂α ∂α ∂α     

, (14) 

где коэффициент λ0 характеризует физические свойства материала 2
0 02 /λ = κ ρ . Полу-

чаемые при таких предположениях решения не противоречат классической механике для 
любых типов задач [16–18]. 

В классической механике рассматривают каждую скобку из уравнения (12) отдельно, 
при отсутствии ускорений отсюда следуют уравнения равновесия / 0pi p∂t ∂α =  [11–12]. Как 
будет показано ниже, оценивать возможность реализации совмещаемых движений по диф-
ференциальным уравнениям равновесия нецелесообразно, так как они допускают потерю 
возможных правильных решений.  

Предположение (13) преобразует уравнения равновесия в уравнения Лапласа: 

, , , 0i i ix x xαα ββ γγ+ + =  или , / 0
pi px α∂ ∂α = .  (15) 

Если выполняются уравнения Лапласа, тогда выполняется и уравнение (14), они обес-
печивают достаточные условия для выполнения закона сохранения энергии, но не являются 
необходимыми. Например, при скручивании стержня с деформациями сдвига в соответствии 
с уравнениями: 

cos sinx = α ∆ϕ − β ∆ϕ , sin cosy = α ∆ϕ + β ∆ϕ , z = γ , ( ) ( )t t∆ϕ = γθ , (16) 

деформация тоже является однородной, но два из трех уравнений (15) не выполняют-
ся из-за вторых производных по переменной γ: 

2 2( cos sin )x xγγ = −θ α ∆ϕ − β ∆ϕ = −θ
, 

2 2( sin cos )y yγγ = −θ α ∆ϕ + β ∆ϕ = −θ
. 

Однако, если принять во внимание производные от координат по времени 

( sin cos )t t tx y= −ϕ α ∆ϕ + β ∆ϕ = −ϕ , ( cos sin )t t ty x= ϕ α ∆ϕ − β ∆ϕ = ϕ ,

уравнение (14) выполняется 

2 2( ) ( ) 0t ty x x y−ϕ −θ + ϕ −θ = .

Совмещение двух процессов скручивания (16) и растяжения 

(1 )zx = α − µε , (1 )zy = β − µε , (1 )zz = γ + ε ,
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не нарушает однородного деформированного состояния, уравнения движения в соответствии 
с принципом суперпозиции принимают одинаковый вид при выборе любого движения в ка-
честве внешнего 

(1 )cos (1 )sinz zx = α − µε ∆ϕ − β − µε ∆ϕ , (17) 

(1 )sin (1 )cosz zy = α − µε ∆ϕ + β − µε ∆ϕ , (1 )zz = γ + ε ,  ( )t∆ϕ = γθ .

Как и в рассмотренном выше случае, вторые производные по γ зависят от координат 

2 2(1 )( cos sin )zx xγγ = −θ − µε α ∆ϕ − β ∆ϕ = −θ ,
2 2(1 )( sin cos )zy yγγ = −θ − µε α ∆ϕ + β ∆ϕ = −θ

, 

но с учетом скоростей условие (14) для совмещенного движения (17) выполняется 

2 2( ) ( ) 0t ty x x y−ϕ −θ + ϕ −θ = .

Выполнение уравнений (15) может быть достаточным условием правильности реше-
ния и в случае неоднородной деформации, например при изгибе в условиях плоской дефор-
мации с уравнениями 

sinx = ρ ψ , cosy r= − + ρ ψ , z = γ , /ψ = ξα ρ , (18) 

где ξ – неизвестная функция времени и лагранжевых координат, произведение (ξα) 
определяет новую длину волокна с текущим радиусом ρ(r, β), r – радиус волокна β = 0, кото-
рое в исходном состоянии совпадает с осью х. Принимая, что волокна при изгибе преобра-
зуются в дуги окружностей, можем записать / 0∂ρ ∂α = . Область определения лагранжевых 

координат определяют размеры образца 0 L≤ α ≤ , a b− ≤ β ≤ , где L – длина, a, b – ординаты
нижней и верхней поверхностей, ограничивающих объем заготовки, в исходном состоянии. 

Принимая гипотезу плоских сечений, согласно которой 

/ rψ = α , / rξ = ρ , 0/R V V
r

∂ρ ρ
= ∆ ∆ =

∂β , 1 / r∂ψ
=

∂α , 
0∂ψ

=
∂β , 

оба уравнения (15) преобразуются в линейное дифференциальное уравнение второго 
порядка 

2 2 2/ / r∂ ρ ∂β = ρ ,

общее решение которого [19] имеет вид 

1 2exp expC C
r r
β β   ρ = + −   

    . 

Из граничного условия ρ = r при β = 0 имеем С1 + С2 = r. Если наружный контур сво-
боден от внешних воздействий, в ортогональном направлении деформация должна отсут-
ствовать: 
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/ 1∂ρ ∂β =  при β = b. 

Из получаемой системы двух уравнений, ограничиваясь двумя первыми членами раз-
ложения в ряд функции exp(x) = 1 + x, находим C1 = r-b/2, C2 = b/2. Окончательно вместо 
уравнений (18) получаем 

sin( / )x r= ρ α , cos( / )y r r= − + ρ α , z = γ , /ψ = α ρ , 
( ) ( )( / 2)exp / / 2exp /r b r b rρ = − β + −β .

Производные 

( / ) cos( / )x r rα = ρ α ,  
2( / )sin( / )x r rαα = − ρ α ,

sin( / )x rβ β= ρ α
, 

2sin( / ) ( / )sin( / )x r r rββ ββ= ρ α = ρ α
, 

обеспечивают выполнение условий (15): 

2 2( / / )sin( / ) 0x x r r rαα ββ+ = −ρ + ρ α =
. 

Требования закона сохранения энергии в пластической области будут рассмотрены 
ниже при определении уравнений движения частиц изгибаемой полосы в области необрати-
мых деформаций. 

Для анализа особенностей комплексных технологических операций целесообразно 
использовать суперпозицию простых, которые являются основой исследуемых. Для этого 
достаточно иметь уравнения движения для пластических деформаций при линейном растя-
жении, сдвиге, кручении, изгибе, которые имеются в работах [9–10]. Их суперпозиция поз-
волит выявить особенности пластического течения и требуемые энергосиловые параметры 
при более сложных внешних воздействиях. Точность результата можно оценить по выполне-
нию условия постоянства объема, которое предполагается для области необратимых дефор-
маций. 

С учетом особенностей рассматриваемых процессов могут быть использованы либо 
декартова, либо цилиндрическая системы координат. Основные соотношения для расчета 
кинематических и энергетических параметров при переходе от декартовой системы к цилин-
дрической приведены в работах [14, 16]. Например, при осадке с кручением цилиндрических 
образцов целесообразно воспользоваться уравнениями: 

для осадки 

0 0 /h hρ = ρ , 0 0/z z h h= , 0ϕ = ϕ ,

и кручения 

0ρ = ρ ,  0z z= ,  0 0( / )L zϕ = ϕ + θ .
При выборе любого из движений в качестве внешнего, получаем уравнения совме-

щенной деформации 

0 0 /h hρ = ρ , 0 0/z z h h= , 0 0( / )L zϕ = ϕ + θ .
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Объем заготовки в процессе деформации не изменяется 

0 0 0
0

0 00 0 0

/ / / 0/ 1
/ / 0 /

z h hVR h h
z z zV h h

∂ρ ∂ρ ∂ρ ∂δ ρ
= = = =

∂ ∂ρ ∂ ∂δ ρ . 

Как отмечено выше, однородная деформация обеспечивает достаточные условия для 
выполнения условий равновесия. В случаях с неоднородной деформацией, например при из-
гибе, требуется дополнительная проверка выполнения закона сохранения энергии. 

В частности, во многих технологических процессах обработки давлением используют 
изгиб широкой полосы, когда приемлемым является предположение, что волокна преобра-
зуются в дуги окружностей. В этом случае для области пластических деформаций можно ис-
пользовать уравнения, подобные (18)  

sinx = ρ ψ ; cosy r= − + ρ ψ  ,     ( , , )z z r= γ ρ , (19) 

с аналогичной областью определения переменных Лагранжа 0 L≤ α ≤ , a b− ≤ β ≤ , 
/ 2 / 2B B− ≤ γ ≤ , B, L – ширина и длина заготовки, a + b=H0 –толщина полосы в исходном со-

стоянии, a и b – ординаты нижней и верхней поверхностей, ограничивающих объем заготовки, 
( , )rρ β  – радиус кривизны волокна с координатой β, ( , , )rψ α β  – угол поворота сечения по

отношению к исходному состоянию, r – радиус волокна с координатой 0β = , которое прохо-
дит через начало координат. 

Реальные зависимости между напряжениями и деформациями в области пластических 
деформаций существенно усложняют решение дифференциального уравнения (12). Однако, 
если ограничиться анализом устойчивых состояний, тогда можно принять, что напряжения, 
как и в упругой области, отличаются от деформаций множителем φ, который не является 
константой , ppi ix αt = ϕ , тензор напряжений Коши остается симметричным σij = σji, а уравне-
ния равновесия принимают вид 

,( ) / 0
pi px α∂ ϕ ∂α = .  (20) 

Функция φ монотонно убывает от начального значения φ = 3К, асимптотически при-
ближаясь к φ = 0 при больших пластических деформациях [11–12]. При изгибе максималь-
ные деформации крайних волокон существенно меньше, чем в других операциях обработки 
давлением. Но даже в области развитых деформаций значение φ существенно превышает ин-
тенсивность ее изменения / p∂ϕ ∂α  в пространстве переменных Лагранжа. Тогда уравнение 
(20), преобразованное к виду: 

, , , , , ,
1 0i i i i i ix x x x x xα β γ αα ββ γγ

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ + + + + + = ϕ ∂α ∂β ∂ϕ 
, 

позволяет утверждать, что и в области развитых пластических деформаций уравнения 
движения (1) с достаточной точностью могут быть найдены из системы уравнений Лапласа 
(15), каждое из которых содержит одну неизвестную функции xi(αp,t). Получаемое при этом 
решение и принцип суперпозиции позволяют перейти к любому другому исходному состоя-
нию полосы, в том числе с произвольным знаком кривизны. 

Не накладывая ограничений на отношение ширины заготовки В к её толщине H0, рас-
смотрим, какой вид может иметь функция ψ в уравнениях (19). Пренебрегая изменением 
функции φ по объёму полосы, вместо (12) получим 3 уравнения: 
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222 2

2 2 0
 ∂ ρ ∂ ρ ∂ψ ∂ψ  + − ρ + =    ∂α ∂β ∂α ∂β    

, 

2 2

2 22 0
 ∂ρ ∂ψ ∂ρ ∂ψ ∂ ψ ∂ ψ + + ρ + =  ∂α ∂α ∂β ∂β ∂α ∂β   

, 

2 2 2

2 2 2 0z z z∂ ∂ ∂
+ + =

∂α ∂β ∂γ
.  (21) 

Система содержит три неизвестные функции: текущий радиус частицы ( , , )rρ α β ,

угол ( , , )rψ α β  и координату z( , , )rγ β . В пластической области она должна быть дополнена
условием постоянства объёма 

1zγ
∂ρ ∂ψ ∂ρ ∂ψ ρ − = ∂β ∂α ∂α ∂β 

.  (22) 

Уравнению (21) удовлетворяет линейная функция 

( )z = γζ β   при  ( ) 1ζ β = − χβ . 

Так как радиальная координата ( , )rρ β  не должна зависеть от переменной α, уравне-
ние (22) принимает вид 

1 / zγ
∂ρ ∂ψ

ρ =
∂β ∂α

.  (23) 

Отсюда следует, что угловая координата ( , , )rψ α β  должна быть линейной функцией 
α, например  

/ ( )rψ = α + ξ β . 

Уравнение (25) преобразуется к виду 

2( ) / 2 /r zγ∂ ρ ∂β = , 

после интегрирования находим 

2
1( ) 2 ln(1 )rf rρ = − − χβ

χ
, 

где функция 1( )f r  должна быть определена из граничного условия ρ = r при β = 0. То-
гда 2

1( )f r r=  и для радиуса кривизны получаем 

2 2 2 ln(1 )rrρ = − − χβ
χ

.  (24) 

Из условия отсутствия радиальных деформаций на наружном контуре ( 1βρ =  при 
β = b) находим 
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(2 / ) ln(1 )
1

r r b
b

= − χ − χ
− χ

   или 
1 1

2
r

b r b
 

χ ≈ − + 
. (25) 

Результаты расчетов по уравнениям (24) – (25) практически совпадают с получаемы-
ми из условий плоской деформации ( 1zγ = ) и постоянства объёма при гипотезе плоских се-
чений (ξ = 0), когда: 

ρ2 = r r(  + 2 )β . (26) 

При изгибе до относительного радиуса кривизны r/b = 5 с достаточной для практиче-
ских целей точностью можно пользоваться решением для упругого состояния [9]. При этом 
приращение среднеквадратического отклонения Г можно определить по уравнению (11). Ре-
зультат отличается от накопленной деформации (мерой Одквиста), вычисленной по обще-
принятой методике [7–10], лишь постоянным множителем.  

Для исходной плоской полосы приращение среднеквадратического отклонения со-
ставляет: 

2 1
3

b
r

 ∆Γ = − 
 

. 

Если в исходном состоянии полоса имела начальную кривизну r0, тогда: 

0

2
3

b b
r r

 
∆Γ = − 

 
. 

При достижении среднеквадратическим отклонением Г предельного значения 
Гs = Ts/φ, где 2 / 3s sT = s , Ts - предел текучести (в обычной и новой шкале его величина 
остается одинаковой), при радиусе кривизны 

0

2
3

s

s

Tb b
r r

= +
ϕ

растянутые волокна на поверхности заготовки переходят в пластическое состояние. 
Если в процессе деформации изменяется знак кривизны, тогда приведенные выше со-

отношения принимают вид: 

1
0

2
3

b b
r r

 
∆Γ = + 

 
, 

0

2
3

s

s

Tb b
r r

= −
ϕ

. 

Учитывая, что упругая деформация является обратимой, разгрузка из пластического 
состояния полосы с радиусом кривизны ri должна завершиться переходом её в устойчивое 
состояние с радиусом кривизны rk, изменение кривизны полосы в процессе разгрузки составит: 

2
3

s

i k

Tb b
r r

− =
ϕ

. 

При этом момент внутренних сил в конечном состоянии обращается в ноль. 
В соответствии с решением (26) при отсутствии растягивающих усилий радиус слоя, 

длина которого не изменяется (нейтральный слой деформаций), равен среднему геометриче-
скому внутреннего ra и наружного rb радиусов полосы: 
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2
0 b ar r r= .

Так как радиальная и осевая компоненты деформации на наружном контуре отсут-
ствуют и деформация монотонна, изменение среднеквадратического отклонения для крайних 
волокон можно определить по уравнению: 

2 1
3

b
r

 ∆Γ = − 
 

. 

Если деформация сопровождается промежуточной разгрузкой или изменением знака 
кривизны, необходимо, в соответствии с уравнением (11), проинтегрировать (по модулю) 
скорость изменения среднеквадратического отклонения 

2 2

2
(2 )

2 6
t

t
r b b
r

β −
Γ = − + . 

Приращение работы деформации определяет интеграл по объему заготовки 

0

0| |s
V

dU T d V= Γ δ∫

или в условиях чистого изгиба 

2
0 0( / ) /Md Md L r ML dr rψ = = − . 

С учетом деформированного состояния полосы для изгибающего момента получаем 

2 2 2
0 0 0

2 1( )
3 4

b

s s
a

M T B b b T B H
−

= β − β + δβ ≈∫ . 

Для совмещенного изгиба широкой полосы с ее растяжением можно воспользоваться 
уравнениями (19) с учетом (26) для изгиба 

sin( / ) ( 2 )x r r r= α + β , cos( / ) ( 2 )y r r r r= α + β − , z = γ ,

и уравнениями для растяжения 

exp( )xx = α ε ,  exp( )xy = β −ε ,  z = γ . 

Принимая растяжение в качестве внешнего движения, в результате суперпозиции по-
лучим: 

exp( ) ( 2 ) sin( / )xx r r r= ε + β α , exp( )[cos( / ) ( 2 ) ]xy r r r r= −ε α + β − ,  z = γ . 

Если внешним движением считать изгиб, тогда уравнения совмещенного движения 
будут иметь другой вид 

sin[ exp( ) / ] [ 2 exp( )]x xx r r r= α ε + β −ε ,
cos[ exp( ) / ] [ 2 exp( )]x xy r r r r= α ε + β −ε − ,  z = γ ,

но численные результаты расчета по двум вариантам за счет малости εх практически совпадают. 
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Особо отметим, что приведенные выше значения радиусов кривизны после разгрузки 
и момента внешних сил при изгибе должны быть достаточно близки к действительным, так как 
при определении уравнений движения использовано уравнение (12). Однако они могут суще-
ственно отличаться от соответствующих значений при совмещении операций изгиба с растяже-
нием, если совмещенное движение не соответствует условию (12) закона сохранения энергии. 

Для установившихся процессов внешним должно быть перемещение заготовки с из-
вестной скоростью инструмента. Например, поперечно-винтовую прокатку можно рассмат-
ривать как наложение поступательного движения с постоянной скоростью v0 в направлении 
оси прокатки z: 

x = α , y = β , 0z v t= γ + ,

вращения с угловой скоростью ω0 вокруг оси z: 

cos sinx = α ∆ϕ − β ∆ϕ , sin cosy = α ∆ϕ + β ∆ϕ , 0t∆ϕ = ω , z = γ ,

и непосредственной деформации в пространстве между валками и в примыкающих к нему 
объемах (внешние зоны деформации). Предполагая деформацию однородной по сечению за-
готовки и используя логарифмическую меру: 

0ln( / )l lε = ,

процесс можно описать простейшими уравнениями как при линейном растяжении в направ-
лении оси z  

exp( )zz = γ ε ,  exp( 0,5 )zx = α − ε , exp( 0,5 )zy = β − ε . 

Если расстояние между плоскостями начала и окончания деформации обозначить че-
рез L, тогда можно записать /z k cv t Lε = ε , где εk – деформация частиц при выходе из очага
деформации, vc – усредненная по длине очага деформации скорость заготовки. В результате 
суперпозиции уравнения совмещенного движения принимают вид: 

0exp( / )( cos sin )cx v t L= −ε α ∆ϕ − β ∆ϕ ,

0exp( / )( sin cos )cy v t L= −ε α ∆ϕ + β ∆ϕ , 0 0exp( / )cz v t L v t= γ −ε + .

Лагранжевы координаты α и β соответствуют координатам частиц в плоскости начала 
деформации, координата γ – значению z при t = 0. Деформация происходит без изменения 
объема частиц. При отсутствии деформации (εk = 0) скорость частиц в направлении оси z 
остается неизменной. Дифференцирование этих уравнений позволяет определить компонен-
ты скорости, деформации и другие кинематические, а затем силовые и энергетические ло-
кальные и интегральные характеристики, необходимые для расчета энергосиловых парамет-
ров или оптимизации процесса.  

ВЫВОДЫ 
Описание движения в форме (1) обеспечивает простоту реализации принципа суперпози-

ции с заменой переменных Лагранжа внешнего движения соответствующими уравнениями для 
переменных Эйлера внутреннего движения. Уравнения совмещенного движения могут соот-
ветствовать закону сохранения энергии с учетом взаимодействия частиц тела, если они удо-
влетворяют условию независимости энергии от выбора системы отсчета скоростей (12). 
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В области пластических деформаций, также как и при обратимых деформациях, возможно 
аналитическое определение уравнений движения на основе уравнений Лапласа. 

В области пластических деформаций выбор внешнего и внутреннего движений за счет 
достаточно малых перемещений практически не влияет на точность результатов расчета, 
например при суперпозиции изгиба и растяжения полосы. Рекомендовано выбирать внешнее 
и внутреннее движения так, чтобы итоговые уравнения совмещенного движения имели более 
простой вид. 

Оценивать возможность реализации совмещаемых движений по дифференциальным 
уравнениям равновесия нецелесообразно, так как они допускают потерю возможных пра-
вильных решений. Точность описания уравнений движения можно характеризовать по вы-
полнению условия постоянства объема, которое обычно предполагается для области необра-
тимых деформаций.  

Результаты суперпозиции движений при неравномерной необратимой деформации 
можно рассматривать как кинематически возможные и использовать для определения верх-
ней оценки мощности требуемых внешних воздействий [11–14]. 
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