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АППРОКСИМАЦИЯ КОНТУРА БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ  
ЗАГОТОВОК ПРИ ОСАДКЕ ПЛОСКИМИ БОЙКАМИ 

Осадка плоскими бойками формирует в заготовке бочкообразную боковую поверх-
ность. Расчет энергосиловых параметров осадки предполагает наличие формул, достоверно 
описывающих контур этой поверхности. 

Для описания контура боковой поверхности осаженной заготовки используют не-
сколько видов формул (табл. 1), аппроксимирующих численные значения, полученные 
по результатам натурных экспериментов [1–3]. Главное отличие формул состоит в величине 
радиуса кривизны образующей контура, который может быть как постоянным (для окружно-
сти), так и изменяющимся в сторону увеличения или уменьшения относительно радиуса 
окружности. 

Вид формулы выбирают до аппроксимации экспериментальных значений, что являет-
ся методологической ошибкой, поскольку именно набор экспериментальных точек, а не 
субъективное мнение исследователя определяет вид формулы. Такое может быть в случае, 
если формула аппроксимации имеет универсальный вид, а все возможные варианты измене-
ния радиуса кривизны боковой поверхности определяются коэффициентами аппроксимации, 
входящими в формулу. Погрешность аппроксимации зависит как от вида формулы, так и от 
числа и точности измерений экспериментальных данных. При неточном аналитическом опи-
сании контура боковой поверхности изменяется расчетный объем заготовки относительно 
исходного, снижается точность расчетов давления и силы осадки. 

Таблица 1 
Некоторые формулы аппроксимации поверхности бочкообразного образца после осадки 

Формула Обозначения 
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В литературе имеются сведения [4–6] об использовании суперэллипса Габриэля Ляме 
в качестве универсальной формулы для описания контуров деформируемых заготовок.  
Суперэллипс в зависимости от значений входящих в него коэффициентов может описывать за-
мкнутые фигуры типа параллелограмма, астроиды, двух парабол, симметричных относительно 
оси х, окружности, эллипса и сквиркла с различными радиусами скругления вершин. 

Целью настоящей работы является совершенствование методики аппроксимации кон-
тура боковой поверхности осаживаемой заготовки с использованием суперэллипса Ляме.  

Суперэллипс Ляме в общем виде записывается формулой: 

ሺݔ ܽ⁄ ሻ௡ ൅ ሺݕ ܾ⁄ ሻ௠ ൌ 1, (1)

где n и m – показатели степени; a, b – радиусы (полуоси) суперэллипса. 
Чаще всего используется вариант суперэллипса, в котором n = m = N [6]. 
Графики, описываемые формулой (1), симметричны относительно координатных 

осей, поэтому достаточно рассмотреть их поведение в первом квадранте. На рис. 1 представ-
лена схема выбора координат аппроксимирующих функций относительно геометрических 
размеров осаженной бочкообразной заготовки.  

Рис. 1. Схема к выбору системы координат аппроксимирующих функций 

Поскольку для более точной аппроксимации суперэллипсом экспериментальные точ-
ки контура должны быть определены во всем диапазона [0, xmax = a], то выбираем систему 
размерных или безразмерных координат y0x с пределами измерений по обеим осям от нуля 
до значений а и b. Ось x параллельна оси образца и совпадает с образующей цилиндра с диа-
метром, равным диаметру торца Dт. Ось y пересекает ось x в плоскости максимального диа-
метра бочки образца Dб. При необходимости безразмерность координат Xi и Yi обеспечиваем 
соответственно делением измеренного реального размера hi (мм) на максимально возможный 
размер, который равняется половине высоты осаженной заготовки Н/2, то есть [Хi = hi/(Н/2)], 
а также делением измеренного реального размера: 

݀௜ ൌ ൫ܦб
௜ െ ௠൯ܦ 2⁄ , (2)

при x = hi  на максимально возможный размер, который равняется полуразности диаметров 
бочки и торца заготовки, то есть: 

௜ܻ ൌ
൫ܦб

௜ െ ௠൯ܦ 2⁄

൫ܦб
௠௔௫ െ ௠൯ܦ 2⁄

. (3)

Бочкообразный контур заготовок изучали по результатам осадки двух партий свинцо-
вых заготовок. Первая партия имела исходные размеры Ø20 × 20 мм, была осажена со степе-
нью деформации ε = (Н0 – Н)/Н0 = 0,4 в режиме сухого трения и с применением смазок. 
Определенный по методике Губкина коэффициент трения составлял μ = 0,29…0,41. Вторая 
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партия заготовок имела исходные размеры Ø30 × 60 мм и была осажена в режиме сухого 
трения со степенями деформации ε = 0,1…0,5 и шагом Δε = 0,1. На боковой поверхности за-
готовок выполняли кольцевые риски, отстоящие друг от друга на расстоянии, равном 
0,1 от исходной высоты Н0. Искривление контура боковой поверхности изучали по результа-
там изменения диаметра этих рисок при осадке. 

Результаты осадки первой партии заготовок представлены на рис. 2. Геометрическая 
форма кривых 1–6 показывает, что даже при осадке с минимальным коэффициентом трения 
(смазки «Укринол-7» и ОГВ-75) контур боковой поверхности заготовок не является частью 
сферы. С увеличением коэффициента трения (кривые 4, 5) увеличивается разность между 
максимальным диаметром бочки и диаметром торца, а боковой контур заготовок еще больше 
отклоняется от сферообразного. 

Рис. 2. Контуры заготовок с Н0/D0 = 1 после осадки с ε =0,4 и μ:   
1 – 0,29; 2 – 0,32; 3 – 0,34; 4 – 0,35; 5 – 0,41; 6 – 0,30 

В табл. 2 представлены коэффициенты, полученные при аппроксимации графиков 
на рис. 2 суперэллипсом (1), в котором коэффициент а = 6 был равен половине высоты оса-
женной заготовки (12/2 = 6 мм). Значения коэффициентов b определяли по формуле (2). 

Таблица 2  
Значения коэффициентов суперэллипса для графиков на рис. 2 

№ графика b n m N № графика b n m N 

1 1,05 1,88 1,92 1,90 4 1,225 1,73 1,87 1,80 
2 1,1 1,75 1,93 1,83 5 1,325 1,55 1,92 1,72 
3 1,125 1,75 1,86 1,80 6 1,025 1,76 1,97 1,86 

Коэффициенты n и m (в первую очередь – n) позволяют на качественном уровне опре-
делить отклонение контура боковой поверхности осаженной заготовки от сферообразного. 
Чем больше положительное значение величины j = 2 – n (2 > n > 1), тем больше контур  
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похож на параболу. С ростом отрицательного значения j (2,5 > n> 2) контур приобретает эл-
липсоидную форму. В нашем случае бочкообразование было наиболее интенсивным при 
осадке без смазки (b = 1,325): боковой контур заготовки максимально отличался от сферооб-
разного и величина jmax = 2 – 1,55 = 0,45. 

На рис. 3 представлена эволюция контура боковой поверхности, а в табл. 3 – парамет-
ры ее аппроксимации при осадке второй партии заготовок. 

а б 
Рис. 3. Распределение в координатах y01x1 (а) и y0x (б) относительного диаметра бочки 

вдоль оси заготовки, осаженной со степенью деформации ε:  
1 – 0,1; 2 – 0,2; 3 – 0.3; 4 – 0,4; 5 – 0,5 

Относительно монотонный характер уменьшения коэффициента n с ростом степени де-
формации при осадке указывает, что в интервале ε = 0,1...0,5 с ростом ε контур бочки все более 
отклоняется от окружности в сторону параболы. Аномалии изменения n при ε = 0,1…0,2, ве-
роятно, связаны с незначительным двойным бочкообразованием, которое может иметь место, 
поскольку относительная исходная высота заготовок Н0/D0 = 2 достаточно большая. 

Таблица 3  
Значения коэффициентов суперэллипса для графиков на рис. 3, б 

№ графика n m N № графика n m N 
1 2,02 0,78 1,55 4 1,56 0,8 1,38
2 2,15 1,44 1,65 5 1,47 0,92 1,23 
3 1,75 1,63 1,69

Аппроксимацию бочкообразных контуров суперэллипсом, кроме методов статистиче-
ского анализа, можно осуществить, исходя из равенства объемов заготовки до и после де-
формации. Допустим, исходная заготовка объемом ଴ܸ ൌ ଴ܦߨ

ଶܪ 4⁄  после осадки имеет бочко-
образный контур, который можно описать уравнением (1), и объем бܸ, определяемый 
по формуле: 

бܸ ൌ නߨ ଶݕ
Н
మ

଴
(4) .ݔ݀
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Интеграл от функции (1) в явном виде не существует, поэтому функцию (1) разлагаем 
в ряд Тейлора по (х – 1) и интегрируем первые два члена этого ряда. Для упрощения инте-
грирования формулы (4) заменим систему координат y0x на y01x1 (рис. 1). Кроме того, чтобы 
избежать замены y на y + (Dm/2) и усложнения интегрирования, заменяем коэффициенты 
а и b на A и B при неизменности аппроксимированных значений n и m: 

ሺݔ ⁄ܣ ሻ௡ ൅ ሺݕ ⁄ܤ ሻ௠ ൌ 1. 

После совмещения координатной оси х с осью х1: 

при х = 0  y = B = (Dm/2) + b = Dб/2; 

при х = а = Н/2 ܣ ൌ ு

ଶ	
ቈ1 െ ൬

஽೘
ଶൗ

஽б
ଶൗ
൰
௠

቉

ଵ ௡ൗ

. 

Два первых члена ряда Тейлора для суперэллипса (1) равны: 

ሺ1ሻݕ ൌ ܣܤ
ି௡ ௠⁄ ሺܣ௡ െ 1ሻ

ଵ ௠ൗ ; 

ᇱሺ1ሻݕ ൌ െ
݊
݉
ܣܤ

ି௡ ௠⁄ ሺܣ௡ െ 1ሻ
భ
೘
ିଵ

и ряд Тейлора имеет вид: 

ݕ ൌ ܣܤ
ି௡ ௠⁄ ሺܣ௡ െ 1ሻ

భ
೘ ቂ1 െ ௡

௠

௫ିଵ

஺೙ିଵ
ቃ. 

Обозначив: ݖ ൌ ܣଶܤ	
ିଶ௡ ௠ൗ ሺܣ௡ െ 1ሻ

మ
೘,			ݓ ൌ ௡

௠
ሺܣ௡ െ 1ሻିଵ, после интегрирования (4) 

получим: 

бܸ ൌ ݖߨ ቂு
ଶ
ሺ1 ൅ ሻଶݓ ൅ ௪ுమ

ଶ
ሺݓ െ 1ሻ ൅ ௪మுయ

ଶସ
ቃ. 

Условие постоянства объема заготовки до и после деформации Vб = V0 примет вид: 

଴ܦ
ଶܪ଴ ൌ ܪݖ2 ቂሺ1 ൅ ሻଶݓ ൅ ݓሺܪݓ െ 1ሻ ൅ ௪మுమ

ଵଶ
ቃ. (5)

По разности значений обеих частей уравнения (5) можно судить о погрешности ап-
проксимации суперэллипсом контура заготовки при осадке плоскими бойками. 

Замеры координат большого числа экспериментальных точек на боковой поверхности 
осаженных заготовок обусловливают высокий уровень систематической и случайной по-
грешности измерений и трудоемкость работ. Уравнение (5) позволяет упростить процесс ап-
проксимации. Если принять n = m = N, то для определения коэффициента аппроксимации 
N из формулы (5) достаточно произвести замеры только параметров Dб, Dm и H. При необхо-
димости определения n и m следует дополнительно осадить с той же степенью деформации 
заготовку с другими размерами, но с тем же соотношением ܪ଴

ᇱ ଴ܦ
ᇱ⁄  и измерить полученные 

значения ܦб
ᇱ, ௠ᇱܦ 	и	ܪᇱ. В результате образуется система двух уравнений вида (5), из которой 

рассчитываются значения n и m. Достоверность расчетов гарантируется соблюдением усло-
вия постоянства объемов V0 = Vб. 
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В табл. 2–3 с погрешностью 4–12 % представлены значения коэффициента N аппрок-
симации контуров при осадке обеих партий заготовок. Поскольку N < 2, можно утверждать, 
что бочкообразный контур осаженных заготовок имеет форму параболы. 

ВЫВОДЫ 
Суперэллипс Ляме является универсальной формулой для аппроксимации любого 

возможного вида контура боковой поверхности осаженных заготовок. Вид контура может 
быть определен по величине коэффициентов, входящих в суперэллипс. 

Приведена формула, позволяющая по величине диаметров бочки, торца и высоте оса-
женной заготовки определить суперэллипс аппроксимации. 
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